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Exercice L Soit le problème aux

et TP de l'année.

moindres carrés

. IvIinllAr - bll2 (p)

oùAestdetaillenxrL,æ€lR"etô€lR'.Soit.Iunsous-ensembied'indicesdans{1,...,n}.Onseproposede
déterminer la variation de I'erreur obtenue en restreignant le problème initial au problème

rang(Ar) - pet que

llA"- bll'.4 quelle

fonction de Ar, Az,b

fonction d.e ;11.

et, 'frr - Ilfu*, bll'.

IutinllAr - Ull';*i :0 Pour i / J.

Soient A1 de taille n x p, A2 de taille rL x e, î1 € lRp et ,rz € lRs . On suppose que

'ï;:" 
, o"),o,or*,: (") -) Ê (*. *r,.u))

' \"r/
1. A quelle condition Ie système Ar : b est-il compatible ?

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que r réalise le minimum de

condition Ia solution des moindres carrés est-elle unique ?

/_\
3. Soit u: ("-' ) une solution des moindres carrés du problème (P). Exprimer t1 en

\*z/
eL iz.

4. En dêduire Ia relation l{ Xrçl,rt, - b) :0 ou Kr est une matrice à déterminer en

5. A queile transformation linéaire correspond K1 ?

O.'-Sôit e, la sôlutlon d.es moindres carrés de llArrr - ô112. On pose rn : llAi - bllz

Montrer que

rh - rn : bt KrAziz

Interpréter ce résultat en fonction de l'objectif de l'exercice.

7. Application numêrique. Dêterminer fi2,rn,r,fr1,K1 avec :

lrl l-rl lz1
Ar:rrl,o,:lrl,u:lrl.^'I l;)'--' L;l " L;l

Exercice 2 On se propose d'étendrelafactorisation PA: LU aux matrices rectangulaires quelconques.

1. Soit une matrice A(m x n) avec rn ) n de rang ra. Montrer qu'il existe une matrice L(m x rn) triangulaire

inférieure de diagonale unitê, une matrice U(mx n) trianguiaire supérieure et une matrice P(nz x nz) de

permutation, telles que P,zl : LU. (On donnera la forme précise de 1a matrice tr).



2. Partitionner les matrices .L et [/ trouvêes ci-dessus en :

I ur1r,:lLrtLrT r:l .lI 
l-u, I

avec L1(mxn) triangulaire inférieure de diagonale wttê, L2(mx(*-n)),U1(nxn),triangulaire supêrieure

er U2((m- n) x n).

Montrer alors que PA: LrUr.

3. On va maintenant s'appuyer sur la factorisation précédente pour résoudre le problème de moindres carrês

visant à minimiser ll A" - b ll2 pour un à € IRm.

Supposons que A : L1U1 avec A(m x n), L1(m x n) triangulaire inférieure de diagonale unité et U1(n x
n) triangulaire supérieure (on a simplement repris la factorisation trouvée à la question précédente en

supposant P : -I pour simplifier).

(a) Définir n matrices de Householder ffi, . . . ,I/. (symétriques, orthogonales de taille rn) telles que

Izr'l
Hn... HrLr: I .. . 

Itt
L0.i

où .L3 (n x n) est triangulaire inférieure.

un 1 sur la diagonale en commençant parIndication: on s'appuiera toujours sur la ligne de -Lr ayant

Ia dernière.

Remarque: on ne demande pas le calcul explicite des Ht

On définit aussi

Hn. .. Htb - t ?'
Lb2

avec b1 € IR' et b2 € IR--'.
(b) Montrer que la solution aux moindres carrés qui minimise ll A" - b ll2 satisfait

solution de Lsz: br. En déduire que I'erreur aux moindres carrês est égale à ll b2

Ecrire l'algorithme en supposant toujours qu'i1 n'y a pas de pivots nuls et évaluer

nombre de flops.

(c) Application numérique :

Ur
llr'
SA

_ z où z est

complexitê en
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